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ProfiI de la Surface Libre d‘une 
Couche Mince Liquide lsolante 
Chargbe 
MICHEL LE HELLEY 

et 

GUY MESNARD 
Universite‘ Claude Bernard de Lyon 

On considbre la dtformation de la surface libre d’une couche mince liquide isolante port& A 
un potentiel uniforme V par rapport A un substrat conducteur. L‘tquation diffkrentielle du 
p r o b l h e  est rtsolue numtriquement, pour des dtformations de faible et de forte amplitude. 

The deformation of the free surface of a thin layer of an insulating liquid maintained at a 
uniform potential V vs a conducting substrate is considered. The differential equation of the 
problem is solved numerically for deformations of small and of large amplitude. 

1 EQUATIONS DU PROBLEME 

Une couche mince liquide isolante dtpos6e sur un substrat conducteur plan 
horizontal relit? a la masse se ddforme en surface si I’on y apporte des 
charges.’ Nous nous plaqons dans des conditions oh le potentiel pris par la 
surface a la valeur uniforme V: c’est un cas usuel correspondant B un flux 
uniforme de charges avec reajustement de leur distribution. On se propose 
de preciser la hauteur z de liquide en fonction des coordonnkes de position 
x et y dans le plan horizontal. 

On a montrt par ailleurs2 que, pour trouver la fonction z(x, y), il faut 
minimiser 

JJAdS - i V d Q  

sur toute 1’Ctendue liquide, 
l’tldment de surface libre 

A V constant, A &ant la tension superficielle, dS 
correspondant A l’aire dx dy et dQ la charge 
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284 M. LE HELLEY AND G .  MESNARD 

correspondante; on nCglige la pesanteur. On a 

dS = d x d y d l  + C2 + q' 
et on adopte l'expression approchte 

Finalement il faut minimiser 

avec la contrainte 

J ,  = JJ z dx dy = u, 

oh v dksigne le volume total du liquide, qui est f ixC.  
Nous supposerons la surface libre indtfinie et nous considdrerons seule- 

ment le probltme A une dimension x, z &ant suppost indkpendant de y. 
On se rambne la rtsolution de 1'6quation d'Euler-Lagrange du calcul des 
variations 

00 J, - pJ, = JJ Idx dy, p &ant un multiplicateur de Lagrange. On trouve 

d'oh I'tquation 

Nous rtsoudrons numCnquement cette equation. On peut, si z; reste assez 
faible partout, la simplifier sous la forme 

Nous envisagerons aussi ce cas, pour lequel il faut aussi rechercher une 
solution numCrique; cependant d e w  situations particulibres ont pu &re 
prtcisCes de facon approchte par des mkthodes analytiques;.2 

Pour le calcul numtrique, il convient de prtciser les ordres de grandeur 
des diverses quantitCs, qui conduisent A des rdsultats inttressants, obtenus 
exptrimentalement. V est de l'ordre de lo00 volts, A de l'ordre de 50unitts 
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PROFILE OF FREE SURFACE 285 

CGS. L‘epaisseur duliquide au repos est de l’ordre de 0,1 mm, la permittivitt 
relative de l’ordre de 2. En un point d’inflexion du profil, on a z” = 0; si zi 
est la valeur correspondante de z, on a donc 

2 RESOLUTION DE L‘EQUATION (2) 

Nous commenqons par normaliser I’dquation en effectuant les chargements 
de variables 

z=z et x = - ,  X 

2 0  XD 

les quantitds Z et X &ant sans dimension. En prenant 

on la met sous la forme 

Cette Cquation a des solutions ptriodiques ayant I’allure donnCe par la 
figure 1. 

En choisissant pour z, un extremum de z, on peut prendre Z = 1 + 3 
1 avec 131 <( 1, I’amplitude devant &re assez faible. On ddveloppe alors - 

Z2 

suivant les puissances de 3 et on ne retient qu’un nombre limit6 de termes. 
2 r z :  On a pour 3 I’kquation diffkrentielle suivante, avec P = - €VZ ’ 

FIGURE 1 Profl de la deformation et aire S limitte par la courbe. 
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M .  LE HELLEY A N D  G .  MESNARD 286 

En inttgrant une fois et en remarquant que la constante d’inttgration est 
nulle, on trouve aussi 

m 

L J ‘ 2  = -pJ + ( - l ) n J n + l .  
2 n =O 

La condition 2; <( 1 conduit A 3‘ << 1. 

flr2 = ~ [ l  - p - PI(()]; on a 
Partons de 3 = 0 et 5’ = 0 pour X = 0 et posons 3” = 1 - p - PI((), 

P2({) = 1 - ~ 1 
(1 + 3)’‘ 

PI({) = 1 -- 
1 + { ’  

Les valeurs de P I  et P, ont tttc calcultes numdriquement; les courbes corres- 
pondantes sont reprtcsenttes sur la figure 2. Soit alors la droite d’ordonnde 
a = 1 - p ;  son intersection avec PI donne la valeur de 3 autre que zero 
conduisant a 3’ = 0, donc le maximum de 3 si z, est le rninimum (a et 3 
sont alors positifs) et le minimum si z, est le maximum (a et 3 sont alors 
ntgatifs); nous nous placerons couramment dans le premi-er cas. L’inter- 
section avec P, donne la valeur 6 correspondant au point tl’inflexion dela 
courbe. On a d’ailleurs 

ce qui correspond, pour les quantitts non normalisdes, A 

Quand a est voisin de zkro, la dkformation a une faible amplitude et on 

FIGURE 2 Courbes donnant P,(J)  et P2((). 
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PROFILE OF FREE SURFACE 281 

trouve pour 6 sensiblement la moitit de JM. On a d’ailleurs sensiblement 
3” = 1 + p - 23, d’oh la solution 

2 
3 = a  ( 1  - cos fi X) (3) 

solution sinusoidale, dtjja obtenue prtc&lemment,2 d’amplitude 2, avec la 

longueur d’onde normaliste L = z f i  
Il convient par ailleurs de s’inttresser A l’aire hachurte S (fig. 1). Elle 

permet de faire intervenir aussi l’tpaisseur de la couche au repos. Lavaleur 
Z, correspondante est en effet donnte par 

2 

(4) 
S 
L & = Z , + -  

Pour trouver lasolution ((X) complkte, nous avons employe des mtthodes 
classiques de calcul numtrique, notamment la mtthode Predictor-Corrector 
de Milne; S a t t t  calculte par la mtthode de Simpson. Pratiquement, on 

FIGURE 3 Courbes {(X) pour les valeurs - - lo - ’  et lo-’ de a. 
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288 M .  LE HELLEY A N D G .  MESNARD 

commence A avow des tcarts par rapport A la solution (3) IorsqueI a (dtpasse 
1 0 - 2 .  La figure 3 prbente  quatre courbes ((X) correspondant aux valeurs 
- 1 0 - 2 ,  10-2, -10-1, 10-1 de a. Les deux dernitres commencent As’tcarter 
d’une sinusoide. 

En ce qui concerne L, le calcul numtrique a donnt  4,425 pour les faibles 
valeurs de la1 (la valeur thbr ique  limite est n 6 =  4,44); pour a = 
on a obtenu un rtsultat voisin, L = 4,475, tandis que les valeurs 10-1 et 
-10-I de a ont donnt  respectivement L = 4,825 et 4,125. rtsultats d6jA 
nettement difftrents. Pour S le calcul numtrique a donnt, pour a variant 
de 0 A 

S = k a  ( 5 )  

avec k = 2.22; le rbultat  mathtmatique limite pour k est effectivement 

- 2,22. Par contre, pour a = lo-’ ,  on a trouvt le r6uItat nettement A _ -  
fi 
different k = 2,71. 

Dam la pratique, pour un liquide donnt (A et E fixts), I’tpaisseur au repos 
du liquide est aussi une donnte du probltme. Les relations (4) et (5) con- 
duisent A 

Pour z, donnt,  on peut envisager de tirer z, de cette formule, mais adtpend 
de z, avec un coefficient ob figure z, qui n’est pas connu a priori. C’est 
pourquoi, en fait, on doit opCrer B l’envers. On fixe a: compte tenu de la 
valeur z, = h, la relation ( 6 )  donne alors z, et en meme tenips la valeur de 
z, se trouve dtterminie. Voici deux exemples correspondant B la mtme 
valeur de 5 :  

zr a k L 2 0  Zi 
h lo-’ 2,22 4,425 0,9995h h 
h 10-1 2,71 4,825 0,94731 0,9985h 

On voit, d’aprts ces exemples, que z, diminue ( t r h  ltgkrement) quand 
a croit. Il faut par ailleurs noter que I’influence de l’ttat tlectrique, c’est- 
&dire de V, se manifeste par I’intermddiaire de zi, qui vaut en effet 

V -. Mais cette expression contient aussi p, qui n’est pas connu apriori. 

p varie avec V, mais dtpend aussi des conditions aux limites du probltme; 
c’est pourquoi, pour une valeur donnte de V, on peut avoir des valeurs 
de z, et par suite de z, et de a tr ts  varites. 

c 
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PROFILE Of FREE SURFACE 

3 RESOLUTION DE L’EQUATION (1) 

289 

On normalise ici en posant X = ax, Z = az avec le choix 

Il vient pour Z(X) l’dquation Z” = (1 + Z’2)3/2 (A - y )  , oh le para- 

mktre y est donnC par 

Pour resoudre cette equation, on part des conditions 2 = Z,, Z’ = Z;, 
0 et on choisit une valeur du paramhtre y .  On partage alors l’intervalle de 
variation de X en parties de pas H. Connaissant Z, et Z;, l’equation dif- 
fkrentielle donne Z;, d’oh Z: = Z;H et 

z; + z; z, =- H i- z,, 2 

et on continue de la meme facon de proche en proche. On a enfin calcule 
J ZdX par la mkthode de Simpson pour trouver la moyenne Z, de Z qui 
donne l’kpaisseur au repos. On introduit toujours la ptriode spatiale 
normaliste L, ainsi que les extremum Z, et Z, de Z dont I’un correspond 
A Z,. L’erreur de discretisation se manifeste au fur et A mesure que X croit; 
c’est donc la fin de la courbe qui est la moins precise (notamment Z, si on est 
parti de Zm). 

On a virifiC, pour y = 0,1 et y = 0,2, qu’en faisant varier Z, de 1 B 5 ,  Lne 
variait pas pour y donne. II y a donc une relation entre L et y .  Pour l’inter- 
valle 0,W A 90 de variation de y, on a trouve que L variait de 0,15 A 50 
environ, avec la loi 

4,48 L = -  
yo ,72  

soit L = 4,48 Z1°‘4. Pour y = on a obtenu L = 2000, ce qui n’est pas 
encore trts different. Avec l’dquation simplifiee, et pour les dkformations 
de faible amplitude, la thiorie approchte2 donne la “longueur d’onde” 
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290 M. LE HELLEY A N D  G .  MESNARD 

voisin de ce qui a t t t  obtenu numkriquement avec 1’Quation plus precise et 
et dans une large gamme. Pour z, trbs petit, le calcul avec I’Cquation ap- 
prochte (qui est d’ailleurs ma1 vtrifite alors) donne A la 1imil.eZ 

d’oh, en normalisant, L = &-fic’2Z,, ce qui est assez diffkrent. 
Le calcul numCrique a donnC d’autre part LZ, = ZT. L’Ctude matht- 

matique avait donnC ce rtsultat pour 1’6quation simplifite2, mais on le trouve 
aussi pour 1’6quation plus rigoureuse. 

On a par ailleurs obtenu entre Z,, Z,, Z, et Z, la relation 

-- z,-z, - k ,  
zu - ZI 

oh k varie 1Cgbrement avec les conditions, la valeur moyenne titant de I’ordre 
de 0,9. Pour les dtformations de trbs faible amplitude, le calcul conduit h 
k = 1, tantdis que pour z, trbs petit un calcul grossier a donnk2 k = 0,75 (k est 

En Climinant Z, entre les deux dernikes relations, on alors tgal A -). z, 
zh4 

trouve que Z,, Z, et Z, sont lits par la relation Z,(Z, - Z,) + kZ,Z, - 
kZ: = 0. V n’intervient pas. Si on donne z, et V, on impose 21, et il reste une 
relation entre Z, et Z, , c’est-A-dire entre y et Z, ; le profil de la courbe n’est 
pas impost pour autant. 

Des exemples de courbes obtenues sont prbentCs sur le figures 4,5 et 6 .  
La figure 4 correspond A une valeur donnCe de Z,, la figure 5 A une valeur 
donnCe de Z, ; la figure 6 permet de comparer trois cas trks difftrents, ayant 
exigt de prendre des tchelles t r b  diffCrentes. Le tableau ci-ldessous prdcise 
les valeurs des parametres pour les diverses courbes numdrottes de 1 B 9 

FIGURE 4 Courbes Z(X) pour Z, donne: I :  y = 0,04,{, = 4,8 2: y := 0,07, {, = 2 3: 
y = 0,14, 1, = 1. 
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PROFILE OF FREE SURFACE 29 I 

* 
t " 0  

1 0 X 

FIGURE 5 Courbes Z(X) pour Z ,  donnC: 4: y = 0,14,{, = 1 5: y = O,IO,I, = 1 6:  
y = 0,25, i,,, = 1. 

(les courbes 3 et 4 sont d'ailleurs les memes): 

Courbes 
Y 
3 m  

,. 

.. 

0 

FIGURE 6 

1 2 3 e t 4  5 6 7 
0,04 0,017 0,14 0 , l O  0,25 0,lO 
4,8 2 1 1 1 2 

8 9 
90 10-3 
0,1 1 

CI 

e 
0.1, 

4 6 a 10 iz 1'1 ir @ L, .,OL 9.1 .,+ h" 0.01 0.0) O H  @@ ,,.. ,I.. .I" ,G.. ,I." .r.. .a" . I 0 0  

8: y = 90, I, = 0,l 

X- 

Courbes Z(X): 7: y = 0.10, i,,, = 2 9: y = lO-',{,,, = 1. 
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292 M. LE HELLEY AND G .  MESNARD 

On note sur ces courbes que lorsque l’amplitude de la variation de Z est 
assez grande, la partie supdrieure de la courbe est assimilable A une portion 
de cercle. Ceci rejoint l’ttude antCrieure*. L‘Ccart entre Z, et Z, augmente 
avec la difftrence entre Zi et Z, et alors le rayon (normalist) du cercle 
diminue, tandis que la portion de courbe pratiquernent confondue avec le 
cercle augmente vis-his de sa longueur totale. On peut prtciser en calculant 
le rayon du cercle d’aprb ]’expression de la courbure au sommet de la 
courbe; on trouve 

Ceci est voisin de Z:, c’est-Adire de Z,Z, , pour Z, << ZM . En citnormalisant, 
on trouve alors 

ce qui rappelle une valeur obtenue par le calcu12. I1 est inttrmessant de com- 
parer R et L; placons-nous seulement dans le cas oh R = Zz; puisque 
L = n f i ~ t , ~ ,  ou a 
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